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SISTEMA MECÁNICO FLEXIBLE:

Cualquier sistema mecánico que tiene al menos 
un componente mecánico que es flexible, es 
decir, que se deforma elásticamente cuando se 
le aplica una fuerza o par.

1. DEFINICIÓN
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2. CLASES DE FLEXIBILIDAD
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Articulación flexible:

- 1 modo de vibración             modelos de dimensión 

finita

- Deflexiones en una dimensión

- Dinámica cero estable (sistemas de fase mínima)

2. CLASES DE FLEXIBILIDAD
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Eslabón flexible:

- Número infinito de modos de vibración             

modelos de dimensión infinita

- Deflexiones en varias dimensiones

- Dinámica cero inestable (sistemas de fase no mínima)

2. CLASES DE FLEXIBILIDAD



Concepto y Motivación 6

3. APLICACIONES DE LOS MECANISMOS FLEXIBLES

Acústica

Transporte

Estructuras civiles

Mecatrónica



Concepto y Motivación 7

3. APLICACIONES DE LOS MECANISMOS FLEXIBLES

Ejemplo de aparato de 
reconocimiento de voz con 
cancelación activa de ruido

Ejemplo de coche con 
cancelación activa de ruido
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3. APLICACIONES DE LOS MECANISMOS FLEXIBLES

Suspensión activa de un tren
Cancelación de vibraciones en un ala de avión 

usando Macro Fiber Composites [1]
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3. APLICACIONES DE LOS MECANISMOS FLEXIBLES

Control de vibraciones por viento Control de vibraciones en un puente [2]
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3. APLICACIONES DE LOS MECANISMOS FLEXIBLES

Control de vibraciones en un rotor largo levitado magnéticamente
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PRECEDENTES

SPACE STATION REMOTE 

MANIPULATOR SYSTEM 

(SSRMS)

MUÑECA ELÁSTICA

(REMOTE COMPLIANCE 

CENTER)

ANTENA SENSORA

SILLA DE RUEDAS CON 

UN BRAZO ROBÓTICO
GRÚA PRISMÁTICA

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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SPACE STATION REMOTE MANIPULATOR SYSTEM (SSRMS)

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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GRÚA PRISMÁTICA

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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MUÑECA ELÁSTICA 

(REMOTE COMPLIANCE 

CENTER)

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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SILLA DE RUEDAS CON 

UN BRAZO ROBÓTICO

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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ANTENA SENSORA

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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- BRAZOS MÁS LIGEROS

- ACOMODACIÓN EN TAREAS CON CONTACTO

- REDUCCIÓN DEL DAÑO POR IMPACTO

- SISTEMAS SENSORIALES 

SE INCREMENTA LA MOBILIDAD DEL ROBOT

SE INCREMENTA LA VELOCIDAD DEL ROBOT

4. ROBÓTICA: ¿PORQUÉ ROBOTS FLEXIBLES?
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Biomimética

5. MÁS EJEMPLOS

Alas batientes [3]
Sistema de propulsión de 

un microrrobot nadador [4]
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Biomimética

Esquema de funcionamiento 

de un robot saltador [5]

Robot saltador de 20 g [5]

5. MÁS EJEMPLOS
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Caminando y corriendo con acomodación pasiva

El robot bípedo ATRIAS [6]

5. MÁS EJEMPLOS



Concepto y Motivación 21

Exoesqueleto para movimientos de cadera con articulación flexible [7]

5. MÁS EJEMPLOS
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MODELOS DINÁMICOS DEL 
MOVIMIENTO LIBRE
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¿PARA QUÉ SE NECESITA EL MODELO DINÁMICO DE UN ROBOT?: 

• Para diseñar y dimensionar sus eslabones.

• Para dimensionar sus actuadores.

• Para analizar su comportamiento dinámico.

• Para diseñar su sistema de control.  

1. MOTIVACIÓN

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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LOS ROBOTS FLEXIBLE PRESENTAN DINÁMICAS MUY COMPLEJAS: 

SON SISTEMAS DISTRIBUIDOS (DE ORDEN INFINITO), MULTIVARIABLES, ALTAMENTE NO 
LINEALES, DE FASE NO MÍNIMA, POCO AMORTIGUADOS …….

ENTONCES DEBEMOS ACEPTAR MODELOS QUE[1]

- O son de orden alto.

- O son de baja precisión. 

- O no son apropiados para todo el rango de operación del robot.

En particular, cualquier decisión que se tome en base a estos modelos debe reconocer 
tanto su carácter meramente aproximado como su rango de aplicación limitado.

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

1. MOTIVACIÓN



5

REPRESENTACIÓN MEDIANTE MODELOS DE PARÁMETROS CONCENTRADOS O 
DISTRIBUIDOS: 

- Los modelos de parámetros concentrados se describen mediante ecuaciones 

diferenciales ordinarias.

- Los modelos distribuidos se describen mediante ecuaciones diferenciales en 
derivadas parciales.

¡¡LOS ROBOTS CON ESLABONES FLEXIBLES SON SISTEMAS DISTRIBUIDOS!!

Los modelos distribuidos de los robots con eslabones flexibles pueden expresarse 
mediante modelos de parámetros concentrados basados en EDOs de orden infinito 
y un número  infinito de parámetros. 

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

2. REPRESENTACIÓN DE LA DINÁMICA DE LOS 
ROBOTS FLEXIBLES
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- MODELO DE ELEMENTOS FINITOS: es el más versátil de los tres y puede tratar
condiciones de contorno complicadas, pero no es eficiente computacionalmente y 
es difícil de manejar. Además, las condiciones de contorno son a menudo inciertas
en los robots flexibles. Por otro lado, no da lugar a modelos analíticos, y estos son 
necesarios a menudo para el análisis y el control de los robots.

- MODELO DE MASAS CONCENTRADAS: es el más simple pero, dado que el robot se 
modela como un conjunto de masas y muelles, los modelos resultantes no son a 
menudo lo suficientemente precisos. 

- MODELO DE MASAS DISTRIBUIDAS (BASADO EN MODOS ASUMIDOS): solo se 
utilizan los primeros modos de vibración. Se trunca el modelo de orden infinito y 
los modos de vibración de orden más alto se desprecian.

3. TIPOS DE MODELOS DE LOS ROBOTS FLEXIBLES [2]

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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VENTAJAS DE LOS MODELOS DE MASAS CONCENTRADAS SOBRE LOS MODELOS
DE MASAS DISTRIBUIDAS:

- SON FÁCILES DE OBTENER: no se necesitan conocimientos especializados de mecánica.

- SON RELATIVAMENTE SIMPLES: al menos, más simples que los de otros métodos.

- PUEDEN UTILIZARSE EN SISTEMAS MULTICUERPO: el método de los modos asumidos
es difícil de aplicar[3] y el método de los elementos finitos no proporciona modelos
analíticos.

- PUEDEN AJUSTARSE FÁCILMENTE A DATOS EXPERIMENTALES: por ejemplo, respuestas
temporales o frecuenciales[4].

- EL ANÁLISIS Y DISEÑO DE SISTEMAS DE CONTROL ES MÁS FÁCIL: el análisis es más
intuitivo y los reguladores que se obtienen a partir de estos modelos son más simples.

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

3. TIPOS DE MODELOS DE LOS ROBOTS FLEXIBLES
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VENTAJAS DE LOS MODELOS DE MASAS DISTRIBUIDAS SOBRE LOS MODELOS
DE MASAS CONCENTRADAS:

- ESTOS MODELOS SON MÁS PRECISOS: son más adecuados para modelar: 

1) Eslabones con masas del orden de la carga útil.

2) Eslabones con secciones transversales variables.

3) Efectos de cizalladura y de la inercia de rotación de la sección transversal del 
eslabón. 

- ESTOS MODELOS PERMITEN ANALIZAR LOS EFECTOS DEL “SPILLOVER”.

- PERMITEN INCLUIR MEJOR LAS PERTURBACIONES EXTERNAS QUE SUFRE EL ESLABÓN:
tareas que impliquen interacción con el entorno.

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

3. TIPOS DE MODELOS DE LOS ROBOTS FLEXIBLES
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La naturaleza de dimensión infinita de estos sistemas distribuidos se aproxima a 
menudo por modelos de orden finito con el objeto de hacer manejable el sistema.   

MODELO DE MODOS ASUMIDOS

MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS

MODELOS BASADOS EN IDENTIFICACIÓN

MODELOS DE MASAS CONCENTRADAS

MODELOS DE 
PARÁMETROS 

CONCENTRADOS

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

3. TIPOS DE MODELOS DE LOS ROBOTS FLEXIBLES
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1) DEFINIR LA GEOMETRÍA DE LOS ESLABONES :

a) Eslabones rígidos (robots industriales) = líneas rectas.

b) Robots flexibles = ecuación de la elástica de Euler-Bernouilli.

2) DEFINIR LA CONDICIONES DE CONTORNO:

a) En los dos extremos de cada eslabón.
b) Posiciones, orientaciones, fuerzas, pares.

3) OBTENCIÓN DE LA DINÁMICA A PARTIR DE LOS PRIMEROS 
PRINCIPIOS DE LA MECÁNICA

- USANDO LA FORMULACIÓN LAGRANGIANA

- USANDO LA FORMULACIÓN DE NEWTON-EULER

4. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO

4.1. Procedimiento general

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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ECUACIÓN DE LA ELÁSTICA DE  EULER-BERNOUILLI[5]:

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

4. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO

4.2. Geometría de los eslabones
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DINÁMICA CON CONTACTO: f(x,t) ≠ 0.

Eslabón rígido: E = ∞           cuarta derivada de w respecto a

x es 0. Además w y su primera, segunda y

tercera derivadas con respecto a x son 0 en

x = 0            w(t,x) = 0 línea recta

Eslabón sin masa: ρ = 0          cuarta derivada de w con 

respecto a x es 0            polinomio de

tercer orden en x

Eslabón con masa distribuida: combinaciones de sumas

de senos, cosenos, senos y cosenos hiperbólicos

y un término lineal en x.                              

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

DINÁMICA LIBRE: f(x,t) = 0.

4. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO

4.2. Geometría de los eslabones
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4. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO

4.3. Condiciones de contorno

En el extremo del eslabón unido a la articulación ”i”:

• Continuidad en la posición (brazo unido a la articulación).

• Continuidad en la derivada de la posición (no hay un cambio en la tangente).

En el extremo del eslabón unido a la articulación ”i+1”:

• Fuerza equivalente aplicada por el resto del robot (masas por aceleraciones).

• Par equivalente aplicado por el resto del robot (inercias de rotación por 
aceleraciones angulares).
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MÉTODOS PRINCIPALES PARA LA OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO DE UN ROBOT [3]:

- BASADOS EN LA FORMULACIÓN DE LAGRANGE: son simples conceptualmente
y sistemáticos.

- BASADOS EN LA FORMULACIÓN DE NEWTON-EULER: dan lugar a modelos
expresados en forma recursiva, que son computacionalmente más eficientes
dado que explotan la típica estructura abierta de las cadenas cinemáticas de 
los robots. 

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

4. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO

4.4. Obtención de la dinámica
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5. DINÁMICA DE LOS ACTUADORES
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Rozamiento de Coulomb:
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SISTEMA COMPLETO DE ACTUACIÓN: 
MOTOR + SERVOAMPLIFICADOR + TRANSMISIÓN
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SISTEMA COMPLETO DE ACTUACIÓN: 
MOTOR + SERVOAMPLIFICADOR + TRANSMISIÓN

5. DINÁMICA DE LOS ACTUADORES

- es la constant electromecánica del sistema servoamplificador del motor.

- ϑ es el voltaje de entrada al motor. Es la señal de control.

- J   es la inercia de rotación del motor.

- ν es el coeficiente de fricción viscoso.

- θm es el ángulo del motor.

- n  es la relación de reducción de la transmisión del motor (reductora).

- Гcoup es el par de acoplamiento medido en el punto de union entre la articulación
y el eslabón (par transmitido al eslabón).

- Гcoul (θm, ϑ) es el rozamiento de Coulomb.
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6. EJEMPLO 1: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y una masa concentrada 
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Tomando transformadas de Laplace:

  )()( 22 sQsLMMs e

coup 

 )()()( sQsKscoup 
  21

2

1

2

2

1

)(

)(
)(

LMM

K

ss

sQ
sG

e

q
















2

1

2

2

)(

)(
)(











s

sK

s

s
sG

6. EJEMPLO 1: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y una masa concentrada 
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Amortiguamiento de Rayleigh:

Considérense una fuerza Fe y un par Te en el extremo. 
Añadiendo a la fuerza Fe del extremo, 
el modelo es:
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Amortiguamiento
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6. EJEMPLO 1: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y una masa concentrada 
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7. EJEMPLO 2: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y tres masas concentradas[6]

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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7. EJEMPLO 2: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y tres masas concentradas
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7. EJEMPLO 2: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y tres masas concentradas

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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Antena sensora[7]

7. EJEMPLO 2: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y tres masas concentradas

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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7. EJEMPLO 2: eslabón flexible de 1 GDL con
movimiento horizontal y tres masas concentradas

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre

Antena sensora
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8. EJEMPLO 3: dos eslabones flexibles de 2 GDL con
movimiento vertical y dos masas concentradas

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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8. EJEMPLO 3: dos eslabones flexibles de 2 GDL con
movimiento vertical y dos masas concentradas
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Aplicando la formulación de Lagrange:

8. EJEMPLO 3: dos eslabones flexibles de 2 GDL con
movimiento vertical y dos masas concentradas

Modelos Dinámicos del Movimiento Libre
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CONTROL DE POSICIÓN
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TANTO PARA SISTEMAS LINEALES COMO NO LINEALES 

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.1. Clases de dinámica 

RELACIONES DE FASE MÍNIMA (SISTEMAS CON 
DINÁMICA INVERSA ESTABLE):

- θ(t) / v(t)

- Γc(t) / θ(t) 

RELACIONES DE FASE NO MÍNIMA (SISTEMAS 

CON DINÁMICA INVERSA INESTABLE): 

- q2(t) / v(t)

- q2(t) / θ(t) 

Control de Posición
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UN EJEMPLO: 

Longitud 1,3 m

Altura 5 cm

Ancho 2 mm

Densidad lineal 259 gr/m3

Carga 673,4 gr

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.2. Respuesta en frecuencia

Control de Posición
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Diagramas de Bode

Frecuencia en rad/s

M
ag

n
it

u
d

en
d

B
Fa

se
en

gr
ad

o
s

Funciones de transferencia entre: 

1) q2(t) / v(t).

2) q2(t) / θ(t).

COMPORTAMIENTO DE FASE NO MÍNIMA 

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.2. Respuesta en frecuencia[1]

Control de Posición
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Funciones de transferencia entre: 

1) θ(t) / v(t).

2) Γc(t) / θ(t).

Diagramas de Bode

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.2. Respuesta en frecuencia

COMPORTAMIENTO DE FASE MÍNIMA 

Control de Posición
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Posición del extremo

gr
ad

o
s

RESPUESTA DEL EXTREMO ANTE UN ESCALÓN EN EL ÁNGULO DEL MOTOR: 
COMPORTAMIENTO DE FASE NO MÍNIMA

segundos segundos

Aceleración del extremo

gr
ad

o
s/

s2

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.3. Respuesta temporal

Control de Posición
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sin amortiguamiento amortiguado

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.4. Lugar de las raíces

COMPORTAMIENTO DE FASE MÍNIMA 

Control de Posición
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1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.4. Lugar de las raíces

COMPORTAMIENTO DE FASE NO MÍNIMA 

sin amortiguamiento amortiguado

Control de Posición
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1) Los robots flexibles de un eslabón son completamente controlables con v(t).
2) Los robots flexibles de múltiples eslabones son completamente controlables

con un conjunto de actuadores linealmente independientes con señales de
control vi(t) que abarcan: a) todas las direcciones en las que pueden
aparecer vibraciones y b) toda la zona de trabajo del robot.

1) Los robots flexibles de un eslabón son completamente observables a partir de
una única variable medida.

2) Los robots flexibles de múltiples eslabones son completamente observables
a partir de un conjunto de medidas linealmente independientes que abarcan:
a) todas las direcciones en las que pueden aparecer vibraciones y b) toda la
zona de trabajo del robot.

Los ruidos de los sensores y el mal condicionamiento numérico impiden
estimar el estado completo a partir de la medida de una única señal es
necesario utilizar sensores adicionales.

1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA
1.5. Controlabilidad y observabilidad

Control de Posición
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ESQUEMA BÁSICO: COMBINACIÓN PREALIMENTACIÓN-REALIMENTACIÓN[2]

R(s)

-

ROBOT

F(s)

+ +

+

qt
*(t) qt(t)

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.1. Esquemas de control en lazo cerrado

Control de Posición



SENSORES[3]

• ROBOTS ESTÁNDARES:

• MEDIDAS DE LOS ÁNGULOS DE LOS MOTORES

• MEDIDAS DE LAS DEFLEXIONES:

• POSICIÓN DEL EXTREMO (CÁMARA, LÁSER …)

• VELOCIDAD DEL EXTREMO

• ACELERACIÓN DEL EXTREMO

• MOMENTOS EN CIERTOS PUNTOS DE LOS ESLABONES

12

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.1. Esquemas de control en lazo cerrado

Control de Posición



TIPOS DE CONTROLES[4]

• ESTÁNDAR

• DOS LAZOS IMBRICADOS

+

ROBOT
+

OBSERVERCONTROL



Re (s)

-

+ +

-

Rm (s) Gm (s) Gb (s)



qt
*(t) qt(t)

qt
*(t) qt(t) y/o medidas de 

las deflexiones
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2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.1. Esquemas de control en lazo cerrado

Control de Posición



TÉCNICAS DE CONTROL EN LAZO CERRADO[4]

• CONTROL PID

• CONTROL LQG/LQR CON OBSERVADOR

• CONTROL ÓPTIMO CON OBSERVADOR

• LINEALIZACIÓN POR REALIMENTACIÓN

• CONTROL PASIVO

• CONTROL ROBUSTO

• CONTROL ADAPTATIVO

• CONTROL DESLIZANTE

• CONTROL BORROSO

• CONTROL MEDIANTE REDES NEURONALES

14

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.2. Técnicas de diseño de reguladores

Control de Posición
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Posiciones elegidas 
para las galgas 
extensiométricas

Control de Posición

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.3. Ejemplo: robot de 3 GDL

Robot Puma 560 Robot flexible

Espacio de 

trabajo
0,92 m 1,00 m

Carga máxima 2,5 kg 1,9 kg

Aceleración 

en el extremo
1 g 1 g

Peso 62,0 kg 0,8 kg / 20 kg
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Sistema de control en lazo cerrado

Control de Posición

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.3. Ejemplo: robot de 3 GDL[5]
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Respuesta ante un pulso en el ángulo del motor:

t



1 seg

Control del motor Control del motor y  vibraciones

Control de Posición

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.3. Ejemplo: robot de 3 GDL



Señales de las galgas 
extensiométricas.
El control de vibraciones se 
conecta después de 1s. 

18Control de Posición

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.3. Ejemplo: robot de 3 GDL
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El tacto no es solo un estímulo de alerta, se utiliza
para resolver tareas complejas de percepción.

El momento debido a la deflexion - o par - en la base 
del bigote se utiliza para generar el entorno 3D 

Bigotes y Antenas Sensoras – en la naturaleza-

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.4. Ejemplo: antena sensora

Control de Posición
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2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.4. Ejemplo: antena sensora[6]

Control de Posición
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• Se utiliza un modelo de una masa
concentrada para diseñar un regulador que
linealiza y desacopla la dinámica de la
antena.

• Se utiliza un modelo de tres masas
concentradas para controlar las vibraciones
residuales (tres modos) en los ángulos
cenital y azimutal.

• El esquema de control incluye:
1) Un término de prealimentación.
2) Un doble lazo imbricado de control.
3) Un regulador Ci(s) de altas prestaciones

robusto al ruido del sensor.

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.4. Ejemplo: antena sensora[7]

Control de Posición
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Introducción de una antena de sección
transversal circular de 2 mm de diáme-
tro en una ranura de 3 mm de ancho

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.4. Ejemplo: antena sensora

Control de Posición
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Control del motor y control de vibraciones
robusto al ruido en las medidas de las galgas 
extensiométricas

2.    CONTROLES ESTÁNDARES
2.4. Ejemplo: antena sensora

Control del motor

Control de Posición
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• Los polos y ceros del sistema exacto de orden infinito siguen
ciertos patrones repetidos hasta el infinito.

• El efecto del spillover es causado por los ∞ modos de
vibración que se desprecian cuando el modelo dinámico de
dimensión infinita se trunca.

• Cuando el lazo de control se cierra usando un regulador
diseñado a partir de un modelo truncado, la dinámica
despreciada puede inestabilizar el sistema.

SE BUSCAN CONTROLES ROBUSTAMENTE ESTABLES ANTE 
EL SPILLOVER Y VARIACIONES PARAMÉTRICAS GRANDES

3.    CONTROL ROBUSTO
3.1. Efecto del “spillover” 

Control de Posición



 Sistemas débilmente amortiguados

 Sensores colocados

 Sensores no colocados         

F.T. con la propiedad de 

alternancia de polos y ceros

F.T. de fase no mínima

25

3.    CONTROL ROBUSTO
3.2. Propiedad de alternancia de polos y ceros 

Control de Posición



3.   CONTROL ROBUSTO
3.2. Propiedad de alternancia de polos y ceros[8]
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PROPIEDAD 1 :

PROPIEDAD 2 : 

Control de Posición
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3.   CONTROL ROBUSTO
3.3. Control basado en pasividad[9]

Control de Posición



Trazado de Nyquist de un sistema 

lineal invariante con el tiempo 

pasivo: 

28

3.   CONTROL ROBUSTO
3.3. Control basado en pasividad

Control de Posición
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3.   CONTROL ROBUSTO
3.3. Control basado en pasividad

Control de Posición



PROPIEDAD 3 : si P(s,p) verifica la propiedad de alternancia de polos y

ceros          k·s·P(s,p) es pasivo para k > 0.

30

Si se cierra un lazo de control de P(s,p) con un regulador C(s) tal que 

C(s)/s sea pasivo, el sistema resultante es estable y además:

- Es robusto ante efectos del spillover.

- Es robusto ante los cambios de los parámetros p.

3.   CONTROL ROBUSTO
3.3. Control basado en pasividad

Control de Posición



RELACIONES DE PASIVIDAD

• F.T. desde el par motor hasta la velocidad de la 
articulación[10]

• F.T. desde el par motor hasta la derivada de la salida 
reflejada[11]

• F.T. desde la posición del motor hasta la integral

del par de acoplamiento[12]

31

3.   CONTROL ROBUSTO
3.3. Control basado en pasividad

Control de Posición
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4.   CONTROL ADAPTATIVO
4.1. Esquema de control[13]

Control de Posición
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Modelo dinámico:

Técnica de identificación algebraica:

4.   CONTROL ADAPTATIVO
4.2. Método de identificación

Control de Posición
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Leyes de ajuste:

Prealimentación

Realimentación      320

2

11

2

12

3

*

2

1

**

ˆ1ˆ

ˆ

1

psaasasas

qq








 

4.   CONTROL ADAPTATIVO
4.3. Leyes de ajuste

Control de Posición

Ley de control del lazo externo: C(s) = (a1·s+a0)/(s+a2)
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Control de un robot
industrial

4.   CONTROL ADAPTATIVO
4.4. Resultados experimentales

Control adaptativo de
un robot flexible

Control de Posición
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Ángulo del extremo q Ángulo del extremo (zoom al 
comienzo). Supuesto: ω =
9 rad/s; real: ω = 15.2 rad/s

4.   CONTROL ADAPTATIVO
4.4. Resultados experimentales

Control de Posición
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Estimación de la 
frecuencia de vibración

4.   CONTROL ADAPTATIVO
4.4. Resultados experimentales

Control de Posición
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CONTROL DEL CONTACTO



Control del Contacto 1

1. Dinámica

1.1. Un esquema realimentado

1.2. Dinámica de la estructura flexible

1.3. Modelo del contacto

1.4. Modelo del impacto

1.5. Ejemplo: contacto en un punto intermedio de un eslabón

con una masa concentrada en su extremo

2. Detección del impacto

2.1. Dispositivos electrónicos

2.2. Procesado de señales

ÍNDICE
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3. Control del contacto

3.1. Control híbrido posición-fuerza

3.2. Control de rebotes

4. Ejemplos

4.1. Control de fuerza

4.2. Control de fuerza con rebotes

4.3. Manejo de objetos frágiles

5. Conclusiones

ÍNDICE
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1. DINÁMICA
1.1. Un esquema realimentado

Esquema del modelo dinámico

Estructura Flexible &
Actuador

u
x

Modelo de 
Impacto/Contacto

Fe

Control del Contacto
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Transiciones entre modelos dinámicos

sin rebotes
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)()(
)(

tXCty

tvBtXA
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Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.1. Un esquema realimentado
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Transiciones entre modelos dinámicos

con rebotes

)()(

)()(
)(

tXCty

tvBtXA
dt

tdX

fff

fff

f





)()(   cfcf tXtX

Modelo de 

impacto

1. DINÁMICA
1.1. Un esquema realimentado

Control del Contacto
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2

m 2
K m m

m m coul coup

d d
V J

dt dt

 
       

Estructura flexible & modelo del actuator

v

coup
Km

Flexible 
Structure

1
Jms2+s

coul

nmm

1. DINÁMICA
1.1. Un esquema realimentado

Control del Contacto
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Contacto en el extremo de un eslabón flexible de masas 
concentradas[1]

1. DINÁMICA
1.2. Dinámica de la estructura flexible

Control del Contacto
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1. DINÁMICA
1.2. Dinámica de la estructura flexible

Contacto en el extremo de un eslabón flexible de masas 
concentradas[1]
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Contacto en el extremo de un robot flexible de 3 GDL y 2 
eslabones con una masa concentrada en el extremo[2]

  gr FppKpm
 

 *** ppK r

coup 


Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.2. Dinámica de la estructura flexible
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Contacto distribuido en un eslabón flexible de masa 
distribuida

2 4

2 4

( , ) ( , )
( , )

y x t y y x t
b EI f x t

t t t

  

  
  

2 2

2 2

00

(0, ) 0
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xx

y t

y x t y x t
J EI t
x t x






  
  

   
2

2
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0

x L

y x t
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Ecuaciones

Condiciones de contorno

),( txf

)(t

mJ

bJIE ,,,

( , )y x t ( , )y L t

Ecuación de la elástica de
Euler-Bernouilli[3] :

Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.2. Dinámica de la estructura flexible
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F = fuerza de contacto

 = deformación elástica

Fc= componente elástica (conservativa): Fc = Ke·δ ó Fc = Ke·δ
3/2.

Fv = componente de amortiguamiento viscoso (disipativa): Fv = νe·dδ/dt

Fp = componente disipativa de F causada por la  deformación plástica

(no se considera en los estudios habituales)

Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.3. Modelo del contacto
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MECÁNICA CLÁSICA:

• Leyes fundamentales de la mecánica: del impulso y del
impulso angular.

• Permite calcular las velocidades de los objetos después de la
colisión.

• La pérdida de energía producida en el impacto se tiene en
cuenta mediante el coeficiente de restitución: V(tc

+) = - e·V(tc
-)

• Este enfoque no permite calcular las fuerzas que aparecen
durante el contacto.

Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.4. Modelo del impacto



13

Impedancia mecánica del 

objeto contactado

Definiendo variables incrementales:

Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.5. Ejemplo: contacto en un punto intermedio 

de un eslabón con una masa concentrada en su 
extremo[4]
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q

qccoup,  c = K-1

Control del Contacto

1. DINÁMICA
1.5. Ejemplo: contacto en un punto intermedio 

de un eslabón con una masa concentrada en su 
extremo[4]
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Estimación del instante y punto del impacto (en estructuras)

Ensamblado del sistema Esquema del sistema

x

L

Sensor 1

Fuerza del 
impacto

Circuito
electrónico

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.1. Dispositivos electrónicos

Control del Contacto
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2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Estimación del punto de contacto a partir de 

medidas estáticas (bigotes y antenas)[5]
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Estimador de las frecuencias por el método de la 

máxima entropía (MEM)

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Estimación del instante y punto del impacto a partir de 

medidas dinámicas (bigotes y antenas)[6]

Control del Contacto
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Estimación del instante del impacto (se conoce el punto)              

a partir de estimaciones de la posición del extremo[2]

Tip position

Estimation

Encoder

Gauge

Reference

Measurement

A
n

g
le

 (
ra

d
)

Time (s)

Time (s)

Reference

Measurement

A
n

g
le

 (
ra

d
)

Time (s)

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Control del Contacto
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d
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Reference

Measurement

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Estimación del instante del impacto (se conoce el punto)              

a partir de estimaciones de la velocidad del extremo[2]

Control del Contacto
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Gauge signal

F.F.T.

Filter

Filtered signal

Time (s)
Time (s)

Frequency (Hz)

Frequency (Hz)

A
m

p
li

tu
d

e

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Estimación del instante del impacto (se conoce el punto)              

a partir de medidas de las galgas extensiométricas[2]

Control del Contacto
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Vector de errores residuales entre los pares medidos en la base y los
estimados:

rf(t) es el resultado de pasar el vector r(t) a través de un filtro lineal
F(s) = 1/(1+0.004)2 y rf

m(t) is el modulo del vector rf(t):

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Estimación del instante y punto del impacto a partir de 

medidas de las galgas extensiométricas[7]

Control del Contacto
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Retraso en la detección del instante del impacto: en torno a 5 ms

2. DETECCIÓN DEL IMPACTO
2.2. Procesado de señales

Estimación del instante y punto del impacto a partir de 

medidas de las galgas extensiométricas[7]

Control del Contacto
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Collision

Reference force

Motor controlled,
Link and Mass

Force on tip
Position 

controller

Force 
controller

t

Collision 
detection

Control signal

tip position θt

3. CONTROL DEL CONTACTO
3.1. Control híbrido posición-fuerza[8],[9]

Control del Contacto
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Y

0

X

0

m

x

y

3. CONTROL DEL CONTACTO
3.2. Control híbrido posición-fuerza[9]

Control del Contacto
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SISTEMAS HÍBRIDOS: Control 

multimodelo[10],[11]

3. CONTROL DEL CONTACTO
3.3. Control de fuerza con rebotes

Control del Contacto
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Experimento[12]

Tareas:
- Detectar el instante del impacto.
- Estimar la dirección del impacto.
- Conmutar a un sistema de control 

híbrido posición-fuerza en el que la 
referencia es:
a) Una fuerza de 10 Nw en la dirección

del impacto.
b) Movimientos solo en la dirección del

impacto.

4. EJEMPLOS
4.1. Control de fuerza

Control del Contacto
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Experimento

Control del Contacto

4. EJEMPLOS
4.1. Control de fuerza
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Medida de la fuerza en el extremo del robot dada por el dinamómetro

Tiempo (s)

Fu
er

za
(N

)

Control del Contacto

4. EJEMPLOS
4.1. Control de fuerza
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Sistema de control único: solo se cambian las referencias[13]

Control del Contacto

4. EJEMPLOS
4.2. Control de fuerza con rebotes
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Regulador del lazo externo

Control del Contacto

4. EJEMPLOS
4.2. Control de fuerza con rebotes
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Medida de la fuerza en el extremo del robot dada por el dinamómetro

Control del Contacto

4. EJEMPLOS
4.2. Control de fuerza con rebotes
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Force control with a robotic gripper[14]

4. EJEMPLOS
4.3. Manipulación de objetos frágiles

Control del Contacto
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Control system based on a lumped 

mass model

4. EJEMPLOS
4.3. Manipulación de objetos frágiles

Control del Contacto
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Stages of the task and trajectory of the torque

4. EJEMPLOS
4.3. Manipulación de objetos frágiles

Control del Contacto
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Fragile objects

4. EJEMPLOS
4.3. Manipulación de objetos frágiles

Control del Contacto
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 Estos sistemas pueden presentar dinámicas de gran complejidad:

multivariables, no lineales, de dimensión infinita, dinámica cero

inestable …..    

 Atraen el interés de los investigadores en control        se han

probado en estos sistemas casi todas las técnicas de control.      

 Los robots flexibles se han utilizado en diversas aplicaciones,

pero también se han usado como plataformas para probar y

demostrar sistemas de control.

 Estos sistemas todavía presentan retos desde el punto de vista 

del control.

5.   CONCLUSIONES

Control del Contacto
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